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Nombres 2 - Cours

SOMMES ET PRODUITS

Le nom somme vient du latin summa linea, c'est-a-dire la ligne du haut (au sommet). En effet les romains
avaient I'habitude de noter le résultat de leurs calculs sur la ligne du haut.

A la Renaissance, les commercants ont appris |'utilisation des chiffres arabes et des opérations, en particulier
la multiplication, qui permet d'obtenir la recette de la vente en connaissant le nombre d'objets vendus et leur
prix unitaire. Ce résultat a été désigné par le méme mot que le produit vendu.

I. Définition et propriétés des symboles

Q)

<)

1) Définition des symboles

Le symbole ¥ permet une notation raccourcie des écritures de sommes, et évite I'utilisation de points de
suspension.

n
Z 2F se lit « la somme des 2F pour k allant de 0 & n >, et est défini par Z ok =90 ol 4 924 4o
k=0

k est appelé l'indice de sommation, il prend toutes les valeurs entiéres entre la borne du bas (ici 0) et
celle du haut (ici n), c’est-a-dire qu’il vaut 0, puis 1, puis 2, etc ...jusqu’a n.

Le symbole II est 'analogue du symbole > dans le cadre des produits :
n

1
H (1_k> se lit < le produit des 1—%p0urkallant de 3 an>.
k=3
s . 1 1 1 1
Il est défini par ’;[Ig(l—k>:<l—3> X <1—4> X ... X <1—n>.
7

Exemples : Si (u,) est une suite quelconque, Zuk e ,

k=2
6
et [J(ur—1)=
k=2

Remarque 1 : L’indice est muet, c’est-a-dire que la lettre n’a pas d’importance : Z ok — Z 2P = Z AN
k=0
mais attention, on ne peut pas utiliser la méme lettre pour représenter différents nombres en l’occurrence

ici, I'indice ne peut pas étre appelé n car n représente déja la valeur maximale de I'indice.

Remarque 2 : Certaines sommes et certains produits ne peuvent pas s’écrire avec X.
Par exemple, ug + ug + uq + ug + u11 ne peut pas s’écrire avec X car ...

1/4



TSI 1 lycée Monge 2019-2020 Nombres 2 - Cours

2) Regles de calcul

e On peut inclure ou sortir un terme de la somme ou du produit :

n+1 n
(Z uk> + Upt1 = Zuk en effet, <Z uk> + Upt1 = ...

k=0

n
De méme, (H uk> X U] = eeeemneennneenns .

e On peut séparer ou regrouper des symboles Y ou II dont les indices varient entre les mémes bornes :

4

4
> (25 +3k) = 22’“+Z3k en effet, » (2F+3k) =...
k=1

k=1

n
R . k k=1

De méme, H(uk X vg) = H uy, X H v | et aussi — =
k=1 k=1 k=1 H

e On peut factoriser et développer :

n
/_\ en effet, ZQUk:---

n n k=1

7
e On peut changer d’indice :

[ 1
En effet, Z o = —.
— P~

Idem avec le produit :
n

[[¢k-1)3"

k=2

Remarque importante : toutes ces regles sont issues de regles de calcul habituelles sur les sommes et les
produits, donc en cas de doute, réécrire la formule sans le symbole et avec les points de suspension pour

vérifier la validité!
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Il. Sommes et produits usuels

1) somme de puissances

1— qn+1 1— anrl

Slq;él 1+q+q2+—|—qn:17_q notéaussi Z —17_q
Eneffet : (1—q)(14+q+¢*+...+q") =

2N s s - k ) 1 - qn_p"’_l T k
De maniere générale Zq = ﬁ . Exemple : 23 =

k=p k=4
2) sommes d’entiers consécutifs
1 1
1—|—2—|—...—|—n:n(n;) notéaussiz...:n(n;_)

En effet, si on définit S =142+ ...

+n:

n

De maniere générale

k=p

+n . (s
Z k=(n—-p+ 1)L = nombre d’entiers X moyenne des extrémités |.

2

Exemple :

3) produit d’entiers consécutifs : notation factorielle

Définition.

n
Pour n € N*, le nombre H k est appelé factorielle n (ou n factorielle) et est noté n!.

k=1

Autrement dit‘n! =nn—1)(n—2) x...x2x 1‘.

Par convention, 0! = 1.

Exemples: 1!=.... 2!=_.......... = 1—1!!: ...................................
99!
m: ....................... (n+l)xn': ...................................

4) une factorisation a connaitre

Pour n e N* et a et b dans R ou C :

a® —b" = (a—b)(a" ' +a" 2+ a" 3 + ... Fab? 2+ b))

n—1
Autrement dit
k=0

a®—b"=(a—-0) Za"fl*kbk .

pour n =2 :

pour n =3 :
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I1l. Sommes (ou produits) télescopiques

5
k
Imaginons que nous essayions de calculer Z In (k—l—l)
k=1

k

k—i—l) = In(k) — In(k + 1), ainsi :

Par les formules du logarithme, on a In <

5

5
gln (kil) - ; (ln(k) —In(k+ 1))

Simplification en cascade entre 1 et n (pour n > 2) :

3 (m(k) “ln(k + 1)) = (k) ~ 3 In(k+1)
k=1 k=1

k=1

n

Bilan : E (Vg — Vg41) = Vg — Upt1 |
k=0

(on peut le retenir, mais savoir le retrouver rapidement est mieux).

v 1 1 1
(O~ Astuce : = — — —— permet de faire apparaitre une somme télescopique (cf. Exercice 5).
@) kk+1) Kk k+1| PP pique ( )

-
n
k+1
Exemple avec le produit : Erl_
k=1

NE PAS OUBLIER
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