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PRATIQUES CALCULATOIRES AUTOUR DES FONCTIONS
F - Limites

I. Calculs de limites : cas général

1) Rappel sur les limites usuelles

Ces limites se déduisent de 'observation des courbes des fonctions de référence :

: T n_ ; : n __ < la_limite de =™ lorsque x
* puissances n, avecn > 0: xggloo;r = +ooet pour n pair ﬁgriaoox =+ ) tend Vers — oo est oo =
pour n impair lim 2" = —c0
T—>—00
* inverses de puissances: lim — = lim — =0et pour n pair lim — = 400
T—+o0 LN z——o0 " z—0 ™
pour n impair lim — =+oco et lim — = —o0
z—0+ T z—0— T

% racine carrée : lim +/z = 400
Tr—r+00

* logarithme : lim In(z) = —occ et lim In(z) = 400
* exponentielle :  lim e*=0et lim ¥ =400
- x—»—0 T—>+00

2) Opérations sur les limites

Notations : . peut représenter un nombre fini ou 400 ou —oo

£ et £/ sont des nombres finis

FI signifie « forme indéterminée > : c’est une situation ou il n’y a pas de réponse générale, il faut traiter au
cas par cas, en modifiant la forme de 'expression. Le résultat pourrait étre —oo ou +o0o ou un nombre fini.

Somme de deux fonctions
si limu(z) = 14 +o0 —00
T—rs

On traite la différence de deux fonc-
si }clin v(z) = ¢ | 400 | =00 | 400 | —00 | =00 | tions de la méme facon, en utilisant le

alors liLn u(z) +v(x) = fait que u(z) —v(z) = u(@)+(—v(x)).
L—7s

Produit de deux fonctions
si liin u(z) = 14 L#0 0 +00

si limo(z) = v +00 —00 +00 | 400 | —00
T—>s

alors limu(z) x v(x) =
T—>s

Inverse d’une fonction

— 1
silimu(z) = foo | £L#0 0 si de plus u(z) > 0 autour de ., alors lim —— = +o00
T T u(m)
) - 1
alors llen (D) 00 ou =007 | i de plus u(z) < 0 autour de ., alors ilgl ) = —00

Quotient de deux fonctions

si ligl u(z) = l ¢+ 0 ou +o0 l 0 +o00
si ligl v(z) = U'#0 0 +o0 0 +oo
alors lim u(z) =
T v(m)

Composition

x — u(x) — vou(x) lim u(z) = £
X = vX) Si { j?% o(X) = by alors xlgr})é@(u(x)) = )}i_)nélv(X) = /5.
—£1

1
Exemples : lim —+2
T—>+00 €T
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3) Encadrements, comparaison

Théoreme des gendarmes.
f, g et h trois fonctions définies sur un méme intervalle I, avec pour tout = de I : f(x) < g(x) < h(z).
On suppose que liin f(z) = lim h(z) = ¢, alors liLn glz)=+1.

N

. . . . (1
Exemple : on veut déterminer lim xsin | — |.
z—0t x

Sur le méme principe, avec des limites infinies :

Théoreme : comparaison de limites.

f et g sont définies sur R et pour tout z de R, f(z) < g(z) :
* si liin f(z) = +o0, alors
s

* si lim g(x) = —o0, alors
z—-

x si lim f(z) = £ et lim g(z) = ¢, alors
z—- T

Attention : dans la derniére x méme si f(z) < g(x), alors £ < /', -9
sur le dessin ci-contre, f(z) < g(z), pourtant elles ont la méme limite N
1
Exemple : f(z) = 2% + e3*~7, quelle est sa limite en 400 ?
4) Formes indéterminées : limites particulieres
e Forme < % > 1 il peut s’agir d’une limite de taux d’accroissement, quelques cas a retenir.
e’ —1 In(z +1 1 — cos(x 1 sin(x
lim =1| et |lim (7—’_) =1| et |lim 7(> =—| et |lim (z) =1
z—0 x z—0 T z—0 x? 2 z—0 T

e Polynomes et fractions de polynomes en oo : on factorise par le terme de plus haut degré.
*x lim —22% 322 + 11z — 77

T—-+00

. 3z —4
* lim —m—F——7
z——oco 2 4+ 11x — 12
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o Théoreme des croissances comparées.
n xX
e

x
Pour tout n >0: lim —— =+o00, lim — =400 et lim z"In(z)=0.
z—+oo In(z) z—+o00 " z—0+
ex
De méme avec la racine carrée : lim —— =400, lim — =400 et lim +/zln(z)=0.
z—+oo In(x) + z—+oo /T z—0+ Valn(z)
Et pour toute fonction polynomiale P : lim P(x)e” = 0.
Tr—r—00
Exemples :
:@1 Les formes indéterminées SONt .. ... ...ttt e
- * POUT < 00 — 00 3, O POUL .« ottt ettt ettt ettt et e et e e e e
K POUT € 22 3, ittt ettt .
* pour < % >0 01 PRUL o
Exemples : lim z — vz +1:
r—r+00
i 222 — Tz +3
im —
z—3 —Tzr+21
5) Asymptotes
verticale horizontale
asymptote d’équation x = a : asymptote d’équation y = ¢ en —o0 : mgﬂnoo f(z) =
lim f(z) = +o0 ou lim f(x) = —o0 en +00 : lim f(z)=1¢
T—a T—a T—~+00
lim f(z) =+oc0 % lim f(z) = —2 )
r—1—" T—>—00
Timf(z) = —o0 Jimf(z) =3
|
1
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