TSI 1 lycée Monge 2019-2020 Nombres 3 - Exercices
ENSEMBLE N ET RAISONNEMENT PAR RECURRENCE.

1. Soit la suite (u,) définie par ug =1 et pour tout n, w,1 = Fu, — 3 :
(a) montrer que pour tout entier naturel n, u, > —3
(b) montrer que pour tout entier naturel n, u, = 2(3)" — 2.
n
n(n+1)
2. Montrer que : Vn € N, k= —-.
a > >
k=0
3. Montrer que pour tout n > 1, on a : ﬁ+2—i3+ﬁ+"’+m:1_%ﬂ'

4. Montrer que : Vn > 0, Zk! < (n+ 1)L
k=0
5. Montrer que Va > 0, Vn € N, In(a") = nln(a).
(on utilisera uniquement la formule In(ab) = In(a) + In(b) valable pour tous a et b de |0, +00])

6. Montrer que Vz € C, Vn € N, |2"| = |z|™.
(on utilisera la formule |z2/| = |z||Z| valable pour tous z et 2z’ de C)

7. Soit f définie sur R par f(x) = x?%e®.
Montrer que Vn > 1, la dérivée n-ieme de f est f(x) = (22 + 2nz +n(n — 1))e”.

8. Démontrer qu’a partir d’'un certain rang a déterminer, 100n < 2".

Un+un+2

9. Soit (u,) la suite définie par ug =2 et uy =5 et Vn = 0, upy1 = ~5

Montrer que pour tout n de N, u,, = 2 + 3n.

10. Soit la suite (u,) définie par ug = u; = 1, et pour tout n de N, w10 = i1 + Up.

Démontrer que Vn € N, u,, = \/ig ((%)nﬂ — (%gyﬁl)
11. Soit (u,) la suite définie par uy =3 et Vn > 1, u,yq = %(ul +ug + ..+ uy).
(a) Calculer us, us, uy.
(b) Démontrer que pour tout n de N*, u,, = 3n.
* 12. Soit x dans R, quelconque.
On définit la suite (u,) par ug = 2 et ug = 2cos(x), et Vn € N, w10 = 2co8(2)Up i1 — Up.
Démontrer que Vn € N, u,, = 2 cos(nx).

13. Que pensez-vous du raisonnement suivant ?
Soit P(n) la proposition : n crayons de couleur sont tous de la méme couleur.

Initialisation : : P(1) est vraie car un crayon de couleur est de la méme couleur que lui-méme.

Hérédité : Soit k un entier naturel quelconque fixé.
On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire k crayons sont toujours de la méme couleur.
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.

Soient k41 crayons. On en retire un. Les k crayons restant sont de la méme couleur par hypothese
de récurrence.

Reposons ce crayon et retirons-en un autre. Les k crayons sont a nouveau de la méme couleur,
donc le premier crayon retiré est bien de la méme couleur que tous les autres.

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que pour tout n, tout paquet de n
crayons est formé d’une seule couleur.



