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DM n° 22

CORRECTION DU DM N° 23

H®

BE

Correction 1.

. * v n’est pas le vecteur nul donc il forme une famille libre.

* w = (1,1,1) n’est pas colinéaire a v donc w n’est pas dans Vect (v)
donc v ne forme pas une famille génératrice de R3.

. % V9 = —2v7 donc v1 et vy sont colinéaires, donc ils ne forment pas une famille libre.
* Soit w = (0,1,0), montrons que w ¢ Vect (v1,v2).
rz—2y=0 z—2y=0
w = U] + Yvg < —br+10y=1 <= 0=1 Lo+ Ly+5L,
20 —4y =0 20 —4y =0

Donc le systeme n’a pas de solution, donc w ¢ Vect (v1,v2).
Donc la famille (vq,v2) n’est pas génératrice de R3.

. On note A la matrice des vecteurs en colonnes :

2 1 3 1 3 3
A=11 -1 3|~ 1 -1 3|Li+ 3Ly
4 2 3/ \4 2 3
1 3 3
~ o _% % LQ%LQ—Ll
L 0 0 3 L3(—L3—4L1

A est de rang 3 pour 3 vecteurs donc la famille (v1, v, v3) est libre.

A est de rang 3 et on travaille dans R? donc la famille (v1, vz, v3) est génératrice de R3.

. On note A la matrice des vecteurs en colonne.

La matrice a 3 lignes, donc le rang est au maximum 3, or il y a 4 vecteurs, donc la famille n’est pas libre.

11 14 111 4
A=(-5 —13 3 4|~ [0 -8 s 2|kl
2 4 02/ \0 2 -2 —¢)le sz
11 1 4
~ [0 —8 8 24|Lg+ L3+ 1Ly
0 0 0 0

La matrice est de rang 2 alors que 1’on est dans R? donc la famille (v1, v2,v3,v4) n’est pas génératrice de R3.

Correction 2.

. On sait que § = {:L’ — Ae2® | A€ R}.

On peut donc écrire S = Vect (f) avec f: x — 37"

Donc | S est un sous-espace vectoriel de R¥ et f en forme une famille génératrice |.

Remarque : on aurait aussi pu montrer sans résoudre que S était un sous-espace vectoriel de RF.
* la fonction nulle est solution de I’équation
* si f et g sont deux solutions, et A un nombre réel, alors f 4+ Ag est dérivable et Vo € R :
(f +Ag)(2) + 203(f + Ag) () = F'(x) + Ag' (&) + 223 (z) + 20 \g(x)
= f'(x) +22° f(2) + \(¢' () + 227g(x))
=0+ A0 car f et g sont dans S
=0
x Donc S est un sous-espace vectoriel de RE.

. * La suite nulle est dans A car Vn, 0 =3 x 0+ 0.

* Soient u et v deux suites de A, et A un réel, montrons que u + Av est dans A.
Pour tout n de N, le terme de rang n de la suite u+ v est u,, + v, (définition des opérations dans RY).
Et upt2 + Avpq2 = (3un+1 + un) + )\(3Un+1 + Un)
= 3(Un+1 + )\Un—H) + (un + )\vn)
Donc la suite u + \v est dans A.

* Donc | A est un sous-espace vectoriel de RN |
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Correction 3.
(a) Soit f vérifiant f(z)

flz) _ f(=)

\/5 = X \/5

_flz) N ; _

lim = 0 par hypothese, et hn%) Vo =0.
z—

z—0 T
Donc lim f\(/gi) =0, cest-a-dire f(z) = o(y/x).

z—0 x z—0

Donc si f(x) = o(z), alors f(x) = o(\/x).

= o(z), montrons que f(z) = o(y/z), c’est-a-dire lim J@) =0.
z—0 x—0 z—0 x

(b) Soit f vérifiant f(z) —xz = o(x), montrons que f(z) ~ .

Tr——+00 Tr——+00

Par hypothese, lim m
r—+400 €T

=0.

— 1, donc lim f— =1.
r—+o0o0 I
Autrement dit, f(z) ~ .

T—>+00
Donc 'implication est vraie.

Or {@=e _ f@)

B Inm) va In(n)
(c) ﬁ == XT: -

Or, par le théoreme des croissances comparées, lim
n—-+oo n

5
ES

3
<

Donc lim Tf = 0 soit n(n) = 0<1>.
n—+400

n—-+oo —_ n

B

Correction 4.

1. (a) Ontrouve | P~'1=-11 -2 1

D[

1
1
(b) PD={1 3 0 | donc PDP—1:§
1

On a donc bien | M = PDP 1|

—
O o=

Njw O Nlw
O e w

= O
—
—_
|
[\S)
el O

#®% 2. (a) Pour un n non nul fixé, les événements A,, B, et C,, forment un systeme complet d’événements (le
client ne choisit qu’'une seule activité, et il en choisit nécessairement une parmi les trois), donc par

la formule des probabilités totales, on a :
an4+1 = P(An+1) =Pa, (An+1)P(An) + P, (ATH—I)P(BH) +Pc, (An+1)P(Cn) 1

D’apres les indications de I'énoncé, Py, (An+1) =0 et Pp (Ant1) = Peo, (Any1) = 3

Ainsi, apy1 = %bn + %cn.
De méme, comme Pp, (Byi1) =0 et Py, (Bnt1) = Po, (Bnt1) = %, alors bp41 = %an + %cn et de
. 1 1
méme, ¢yt = ian + §bn~
An+1 %bn + %Cn
Ainsi, Un+1 = bn+1 = %an + %Cn = MU,
Cn+1 %an + %bn
1 1
(b) Pour tout entier » non nul, on note P(n) la proposition U, = gPD”_1 -2
1
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1
1
Initialisation : Pour n = 1, il faut montrer U; = gPDl_1 -2
1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0
OorU; = |1 etgPDI*I -2 :§PI -2 =3 1 -1 0 -2 =3 3| =U;.
0 1 1 1 0 -1 1 0

Donc P(1) est vraie.

Hérédité : Soit k£ un entier naturel supérieur ou égal a 1, quelconque fixé.

1
1
On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire Uy = gPD’“_1 -2
1
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.
1 1
Par hypothese de récurrence, Uy = §PDk_1 —2 |, en multipliant a gauche par M, on obtient
1
1 1 1 1
MU, =M=-PDF1 | 2| =-MPDF 1| -2
3 1 3 1
Or, MUy = U1 d’apres la question précédente, et M = PDP~! d’aprés 1.(b), donc :
1 1 1 1 1 1
Upy1 = zPDP7'PD*1 | =2 | = —PDID* ! | =2 | = _PD*"1=1 [ —2 | CQFD.
3 3 3
1 1 1
1 1
Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que | pour tout n > 1, U,, = gPD"_1 -2
1
I 0 0
3. Comme la matrice D est diagonale, D"~ ! = 0 (—3)m!
_1yn-1
00 (-}
1 1 1 1 1 0 0 1
Done Up == (1 =10 0 (=3 0 -2
1 0 -1/ \0 0 (=5t 1
1 1 1 1
=11 =1 0 —92 % (_%)n—l
1 0 -1 (—=3)"
1\7 1\n 1_1(_1\»
L (r2(=2) "’;(n_i) §—§(—g)n
=3 1+2(—1§n = §+§(—?)n
1-(-3) 3 3(-2)
_ —1_1(_1yn-t
Donc In = Cln B ,(L,f)
bn = 5+5(-3)

1 n
1 . _ 1
-1 < —5 <1, donc ngrfoo <—2 = 0, donc | (ay), (bs) et (c,) convergent vers 3 |

Ainsi, au bout d’un certain nombre de jours les clients se répartissent de maniere équiprobable dans les
trois activités.

Correction 5.

1. (a) X2(Q) = {1,2} car sur deux tirages, on peut avoir un seul numéro ou deux.
Q = [1,4]* de cardinal 16.
L’événement (X5 = 1) correspond aux issues ou les deux boules tirées sont identiques, il y en a 4,
et la situation est équiprobable, donc P(Xy = 1) = % = i.

(X2 = 1) est le contraire, donc sa probabilité est 2.

Donc | Xo(Q) = {1,2} et P(Xy =1) = T et P(X, =2) = 3|,
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(b) E(X2)=1x1+2x

[

T
1

E(X3) =12 x § +2% x 2 = 13 donc d’aprés la formule de Kénig, V(X) =1 — (1)? = 3 |

(C) 1.0 A —
0.5
—f
1 2
P(X;=1) 1
_|PXi=2) [0 R . . )
2. (a) U= Pxi=3) | |0 car apres 1 tirage on ne peut avoir qu’un seul nombre.
P(X;=4) 0
(b) [X1(2) = {1}, Xa(®) = {112}, X3(Q) = {1;2:3) ct pour n > 4, X, () = {1:2%3:4} |

(c) Pour n >4, (X,, =1), (X, =2), (X, =3) et (X,, =4) forment un systéme complet d’événements,
et la formule des proabilités totales donne :
* P(Xn+1 = 1) = P(Xn = I)P(anl)(Xn+1 = 1) + P(Xn = Q)P(ang)(Xn_H = 1)
+ P(Xn = 3)P(Xn:3) (XnJrl = 1) + P(Xn = 4)P(Xn:4) (Xn+1 = 1).
Or pour que (X, 41 = 1) soit réalisé, il faut en premier lieu que X, soit égal a 1, et ensuite il faut
piocher la méme boule que celle déja tombée, donc P(x, —1)(Xpy1 =1) = %.
Donc P(X,41 =1) =P(X,, =1) x 1 +0.

* De meéme, P(Xn+1 = 2) = P(Xn = 1)P(Xn:1)(Xn+1 = 2) + P(Xn = 2)P(Xn:2)(Xn+1 = 2)
+ P(Xn = 3)P(Xn:3) (Xn—i-l = 2) -+ P(Xn = 4)P(Xn:4) (Xn+1 = 2)

Et pour que (X,+1 = 2) soit réalisé, il faut que X, soit inférieur ou égal a 2.
De plus, si X;, =1, pour avoir X,, 11 = 2, il faut que le numéro change au tirage n + 1, donc que
le résultat du (n + 1)-iéme tirage soit 'un des 3 numéros qui ne sont pas encore apparus, sur les
4 possibles, donc P(x, —1)(Xp11 =2) = %
Et si X,, = 2, alors, pour avoir X, +1 = 2, il faut que le numéro pioché au (n + 1)-iéme tirage soit
le méme que 'un des deux déja sortis, ce qui fait 2 chances sur 4.
Finalement, P(X, 41 = 2) = 3P(X,, = 1) + ;P(X,, = 2).

* (Xp+1 = 3) se produit dans deux cas :
- (X, = 3) et on pioche I'une des trois boules déja piochées, cela donne une probabilité de %
- (X, = 2) et on pioche I'une des 2 boules pas encore piochées, donc probabilité de %
Donc la formule des probabilités totales donne P(X,+1 = 3) = %P(Xn =2)+ %P(Xn =3).

* Pour (X1 = 4), c’est soit (X, = 3) et on pioche le dernier numéro : %, soit (X, = 4) et alors
on aura (X,+1 = 4) de fagon certaine.
Donc P(Xpt1 =4) = 1P(X, = 3) + P(X,, = 4).

§P(
Donc, pour n >4, ona Upiq1 = | §
2 P(

O o=
N—

1
Pour n = 1, I'égalité est vérifée aussi : AU; = A o ( = Uy d’apres 1(a).

)

0
Pour n = 2 et n = 3, I’égalité est vraie aussi (on peut utiliser la fomule des probabilités dans les

systémes complets d’événements adaptés).
3

1 n—1 1 n—1 n—1
3. (a) Soit P(n) la proposition U, = (4) Vi+3 <2> Vo +3 (4> Vz + Vy.
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Initialisation : U; =

o O O

1 1-1 1 1-1 3 1-1
et<4> V1+3<2) V2+3<4) Va+Va=Vi+3Va+3Va+V; =

o O O

Donc I'égalité est vraie pour n = 1.

Hérédité : Soit k£ un entier naturel non nul quelconque fixé.

1 k—1 1 k—1 3 k—1
On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire Uy = <4) Vi+3 <2> Vo +3 <4> Vs 4+ Vy.

On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.

1 k—1 1 k—1 3 k—1
k—1 % k—1 0 k—1 0 0
N[ =3 N[ L 3\ 0 0
I 1 - 2 =
<4> : +3(2) -1 +3<4> 517 o
it 1 3 1
4 2 4

1 k—1 1 k—1 3 k—1
:(4> 1V1+3Q2> §V2+3<4) Vs + Vi

1\"* 1 3\ *
=(7) n+3(5) +3(]) Btn CQFD

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que Vn € N*, P(n) est vraie.

(b) Nous avons déja celles de X; et de Xs.
Pour les autres, on utilise la relation obtenue a la question précédente.

o X3:X3(0)={1;23}, P(Xg=1) =L, P(X3=2) = % et P(X3=3) = 2.

e pourn >4: n()—{1234}et
P(X,— 1) (})"
0N

| |
w

=)o) ()
s ( "))

4. (a) E(Xn):(1—6+9—4)(%) L 6-18+12) (1) 0 -12) ()" 4

— A e
3 n—1
(b) -1 <2 <1donc lim () =0donc| lim FE(X,)=4|
n—+oo \ 4 n——4o00

Ce résultat peut s’interpréter par le fait qu’au bout d’un certain nombre de tirages, en moyenne on
aura obtenu les 4 numéros possibles.

BoNUSs

On trouve 43 (le bonhomme a 2 chaussures et porte 2 cornets de frites!).
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