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CORRECTION DU DEVOIR MAISON N° 22

Exercice 1.
On définit la suite (u,) par ug =2 et ¥n > 0, w1 = %‘n”f;.

1. Soit P(n) la proposition u, > 1.

Initialisation : up =2 > 1 donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.
On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire uy > 1.
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.
3ug+1
upr — 1 =2 1
_ 3uk+1f(uk+3)

uK+3
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U +3
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T ug+3
Or ug > 1 par hypothese, donc 2(ur, — 1) > 0 et ug + 3 > 0.

Donc ugiq1 — 1 > 0 donc ugyy > 1, c’est-a-dire P(k + 1) est vraie.

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que ‘Vn eNyu, >1|

_ _ Bup+l _ un(un+3) _ Buptl-ud—3un _ 1-ul _ (1—un)(l+un)
2. Vn € N, Up4+1 — Un = 7 13 Un+3 Un+3 T up+3 Un+3
Or u, > 1 donc le numérateur est négatif et le dénominateur positif, donc w41 — uy < 0.

Donc (uy,) est décroissante.

3. (uy) est décroissante et minorée (par 1), donc d’apres le théoréme de la limite monotone, elle est convergente.

4. x (up+1) est extraite de (uy) donc elle converge vers la méme limite : lirf Upy1 = L.
n—-+0oo
3z+1

73 est continue en / (fraction rationnelle qui ne s’annule pas en £ car ¢ > 1), et

. : . : 30+ 1
nBI—Poo u, = ¢, donc nll}liloof(un) = f(¢) autrement dit, nll}rfoo fluy) = 753

(sur ce point on peut aussi simplement raisonner par opérations sur les limites)

* Or Vn € N up41 = f(uy) donc par unicité de la limite, | £ = % :

* la fonction = —

(=3 = ((t+3) =30+1 (et £+3#0)
= P2 =1
<—f{=1oul=-1.

Or Vn € Nyu, > 1, donc £ > 1.

Donc la seule possibilité est .

Exercice 2.
On considere la fonction f définie sur |0; +o00] par : f(z) = In(x) — 2z + 3, pour tout = € |0; +o0|.

1. (a) limIn(z) = —oco et lim —2x + 3 = —2 x 0 4+ 3 = 3 donc par somme, | lim f(z) = —oo|.
z—0 z—0 z—0

Donc ‘la courbe C a une asymptote verticale d’équation x = 0 ‘

(b) 3 = o(—2x) et d’apres le théoréme des croissances comparées, In(z) = o(—2z).
T—+00 T—+400
Donc f(z) et —2x, donc xgriloof(m) = —00|

2. f est dérivable pour z > 0 par somme de fonctions usuelles dérivables sur ]0; +oo[.

1
Par somme, | f/(z) = — — 2|
x

Donc f'(z) = =22 et x > 0 donc f'(z) est du signe de 1 — 2z.

1/2



TSI 1 lycée Monge 2019-2020 DM n° 22

Donc
T 0 % 400
f'(x) + 0 - Fl)=m@)-2x1+3
2 — In(2) =—-In(2)—1+3
—&0 =00

3. (a) esur]0;3]:
* [ est continue (somme de deux fonctions usuelles continues sur cet intervalle)
* f est strictement croissante

* liII(l)f(:E) =—occ0 et f(3)=2—In(2)
z—>
d’apres le théoreme de la bijection, f réalise une bijection de ]0; 1[ sur | — 00;2 — In(2)]
Or 0 €]—o00;2—1n(2)] (car 2—1n(2) ~ 1, 3) donc 'équation f(x) = 0 admet une unique
solution sur ]0; 1].
e sur |3;+oo :

* f est continue et strictement décroissante

* iln% f(z) =2—1In(2) et mgrfoof(:r) = —00
donc f réalise une bijection de ]3;+oo[ sur | — 00;2 — In(2)], et 0 appartient & cet

intervalle, donc I'équation f(z) = 3 admet une unique solution sur |%; +o0]

Donc ‘l’équation f(z) = 0 admet exactement deux solutions dans ]0; +o0[ ‘

La solution notée 8 est la plus grande des deux, c¢’est donc celle qui est dans ]%7 +o0l.
(b) f(M)=1et f(2) = In(2)—2x2+3
~ 0,7-4+3
~ —0,3.
Ainsi, f(1) > f(B) > f(2) et 1, B et 2 sont trois nombres de |3, +oo], intervalle sur lequel f est
strictement décroissante.

Donc 1 < < 2. Soit | 8 €]1;2[|
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