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CORRECTION DU DEVOIR MAISON N° 17
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Exercice 1.
1. Soit P(n) la propriété : x, est défini et est positif.

Initialisation : P(0) est vraie car xp = 0 donc est bien défini, et positif.

Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.
On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire 1z, est défini et est positif.
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.

x, étant défini et positif, x, + 4 # 0 donc sz:f existe, autrement dit x;,; est bien défini.
De plus, 2 > 0 donc xp +4 > 0 et 2z, + 3 > 0 donc le quotient est positif, c’est-a-dire zj

positif.
Donc P(k + 1) est bien vérifiée.

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que ‘ Vn € N, x,, est défini et est positif|.

2T, +3
2. VneN. 2 lzxn-i-l_l:r+4_1_2xn+3_(xn+4): Ty, — 1 _ T, — 1 1,
P e +3 0 3 2, 4343w, +4) bz, +15 B(w,+3) 57"

Donc | la suite (z,) est géométrique de raison £ |

3. DochnEN,zn:ZOX%:gjr—;%: —%x%-
Doncz:;gz——x—doncxn 1=—1 %z (2, +3) donc z,, + § X Zow, =1— 5 X 2 x 3.
1
__n_|_1
Finalement |Vn € N, x,, = %
1+§X5—n
1 1 1
4., lim 5" =4ococarb5>1,donc lim ——+1=1let lim 14+ - x —=1.
n—+o00 n—+oo  H" n—+o00 3 Hn

Donc par quotient, | (x,) converge vers 1|.

Exercice 2.

Attention : il faut ici faire preuve de rigueur, U, et u, sont des objets différents.

U, est une matrice, alors que wu,, est un nombre, le terme de rang n de la suite (u,) que l'on étudie.
Il faut donc s’appliquer dans ’écriture, afin qu’il n’y ait aucun doute a la lecture (et dans le raison-
nement) sur l’objet mentionné.

Idem sur u, 1 et u, + 1/

- U 1u — Ly U — 1y U
. 1 n+1l1\ n+1 29n ) __ n+1 29n ) __ n+2\
1. (a) AU, = <1 0 > < U, > N (1Un+1 +Oun) B ( Up 41 © \Uny1) U1

Donc ‘pour tout entier naturel n, U, = AU, ‘

(b) Pour tout entier naturel n, on note P(n) la proposition U,, = A"U.
Initialisation : Pour n = 0, A° = I donc A°Uy = IUy = Uy : P(0) est vraie.

Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.

On suppose que P (k) est vraie, c’est-a-dire Uy = A*Uj.

On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.

Par hypothese de récurrence, U, = A*U,.

On multiplie cette égalité par A a gauche : AU, = AA*U, = A*1U,.

Or, d’apres la question précédente, AUy, = U1, donc Uy, = AFT1U,. CQFD

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que | pour tout n € N, U, = AU, ‘
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3\ (1 2\ [1x1—-1x2 1x2-1x0\ (1 2
2 0/ \Ix140x2 1x2+40x0/)  \1 2

( )_(1x%+2><0 1x1+2x )_(% 2>
B S\l 2

2><%+O><0 2x14+0x
Donc | AP = PT|.

(b) Pour tout entier naturel n, on définit la proposition P(n) : A"P = PT™.

2. (@) ar =

PT =

N == =
Ol\DO
N— RN

Ol
N[ =t
N[0 | =

I/\

Initialisation : Pour n =0, AP = [P = P et PT° = PI = P donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.
On suppose que P (k) est vraie, c’est-a-dire A*P = PT*.
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.

Par hypothese de récurrence, A*P = PT* : on multiplie cette égalité par A & gauche, on
obtient AA*P = APTF soit A¥T'P = APT*.
Or AP = PT donc A¥T'P = PTT* = PT*+! : I'égalité est vraie au rang k + 1.

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que |Vn € N, A"P = PT" ‘
11 10 01 0 1\ /0 1
— T _1r — (2 _ (2 — 2 _ _ —
®% 3. (a) B 51 (O %) (0 % 00! Et B B x B 0 0)\o o

Alors, pour tout k plus grand que 2, B¥ = B? x B¥"2 = (0), x B*¥2 = (0),. Donc
‘pour tout k > 2, BF = 0‘.

B (b) T =B+ 31 donc T" = (B + 31)™.
Or B x il = iBI = 1B = 1IB, donc (3I) et B commutent donc on peut appliquer la
formule du binome de Newton pour n > 1 :

re2 () ()

= UG +aB ()" " 40 carVE>2, B =0
= LIT+ 32 BI

1 n
T = —1I B
on +2n—1
Pourn=0: T"=T"=1 donc‘la formule est vraie aussi pour n = 0|
2n 2n—1 1 21
: 3 0 0 == v AT
R (c) Donc pour tout entier naturel n, 7" = ( 2* | | + r-l) = (20 2y
0 5 0 O 0 o=
% 4, (a) Soit B = <Z> EMQJ(R).
1 2]a 1 2 a . .
(P\B)rZ(Q 0 b)?(o _4b_2a)L2<—L2—2L1 donc P est inversible
1 2 a 1
2’(0 1 @—ib)““_ib
1 0|a—2(3a—1b)
"Z(O 1 %a—ib L1<—L1—2L2
Et a — 2(3a — 3b) = 1.
0o 1L
Donc |[P~t= (] 2
2 4
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% 5. u, est le coefficient du bas de U,,, donc le coefficient du bas de A™Uj, soit A" (?)

BE

(b) AP = PT™ donc A"PP~! = PT"P~! (multiplication par P~! & droite).

1 n 1
- 0 -
Donc, comme PP~! =] A" = PT"P~! = (; (2)) on 2n1—1 | 21
0 — - _Z
AL 2 4
1 1 1
x w0
-1 1 on 1
on—1 2n—1 2 4
n+1 1 n+1
on gn+1 on+1
- n 1 n
n+1 n
n _ on 9ntl
At = n 1—n
27’L—1 2n

D n ><2~|_1—n><1 4n+1—n 3n+1
onc u, = — = — =
2n71 2n 2n 2n 2n
3 1
Pour tout n, u, = nzi— .

Etudions la limite : u, = 35m + 2%

. n ’ \ . /7
lim — = 0 par le théoreme des croissances comparées avec 2 > 1.
n—-+oo 2N

1
Et lim — =0 (car 2 > 1).

n——+oo 2

Donc par somme, |(u,) converge vers 0 |.

Exercice 3.

. L’application linéaire canoniquement associée a A est :

R3 — R3
(21,23, 25) = (=21 — @y + Sy, 6w+ 30o — 2y, 1021 + 52y — J)

. ® Détermination du noyau de A.

T 0 —2x—y+%z =0
Soit X =1y|, AX=1{0 = 6r+3y—z = 0
z 0 10x+5y—§z =0
—2x—y+%z =0
< 0 =0 Lo+ Lo+ 3L,
0 =0 L3+ L3+ 5L,
x
Donc |Ker(A) = y| e Msi(R)| =22 —y+32=0
z

On peut aussi constater que —2x — y + %z =0« = _%y + %z.

1
—3
Ker(A) =4y +2 | (y,2) € R?

Ainsi on peut écrire

— ool

1
0
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e Détermination de I'image de A.

a
Soit Y =[(b],Y elm(A) < 3X € M3,(R),AX =Y.
c
On étudie le systeme AX =Y :
—2x—y+%z = a —2x—y+%z = a
10245y —32z = ¢ 0 = c+5a L3+ L3+50,
Ce systeme est compatible si et seulement si b+ 3a = 0 et ¢+ 5a = 0.
a
Donc |Im (A4) = bl e Ms1(R) |[b+3a=0etc+5a=0
c

3. On remarque que A est la matrice de ces trois vecteurs en colonne.
D’apres la résolution du systeme pour le noyau (ou 'image) on constate que le rang de A est 1.

Or A a 3 lignes, donc |la famille n’est pas génératrice de R?|.

Et A a 3 colonnes, donc ‘la famille n’est pas libre ‘

Exercice 4.
1. H projeté orthogonal de M sur D se traduit par H € D et M ﬁ orthogonal a .
e HeD «— ﬁ colinéaire & o

— MERAH=AT (car T #£0)

<— INeER, K yg=2\+6
oMﬁ\ orthogonalé?@Mﬁ.?zO
-\ —1
Or MHT = [ 2245 .| 2 | = A+4r+10+ X +2 =61+ 12,
A+2 1

Donc MH. T = 0 <= )\ = —92.
Ainsi, | H(3,2,1)|.

2. H' est le projeté orthogonal de M sur le plan contenant A et dirigé par Uet o signifie que M H’'
est normal au plan, et H' est dans le plan.

1
e U AU est un vecteur normal au plan et UNT =[-3
7
. T . . , Py !
Ainsi, M H'" est normal au plan se traduit par I'existence d’'un réel A tel que MH' = X\ | —3
7
autrement dit H'(A + 1, =3A 4+ 1, 7TA + 1).
o
e H' est dans le plan signifie [AH', W, U] = 0.
— Ty — 1 3 -1
Or [AH', 4, V] = lyw—6 1 2| =ap —146(zz —3)+0+ 2 —3+0— 3y — 6) =
ZH'N — 3 0 1

T — 3y + Tz — 4
Donc)\+9)\+49/\+1—3—|-7—4:0501t)\:g—gl.

/(58 62 52
DOHC H (@7575) .
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Exercice 5.
1 3r—y+z—-3=0 r—y = —z2+3 y = z2—3+3x y = 32—5
"l 3x—22+2=0 3x = 2z-—2 r = %z—% r = %z—g'
2 2
Donc [un systeme d’équations paramétriques de D est ¢ y =3t — 5 teR|
z=1

Et |un vecteur directeur est v/ =

— wwir

. C(—%,-5,0) est un point de D.

Donc 1e plan P; recherché contient le point A et a pour vecteurs directeurs T et 1@ (A n’ap-
partient pas a D donc T et 1@ ne sont pas colinéaires)

r—1 2 -2
— 3 3
Donc : M € Py <= [AM, 7, AC) =0 <= |y+2 3 —3|=0+= 60— Ly+3:— 2 =0
z+1 1 1
Une équation de P; est 6z — —y +3z—=2=0]|
. Ps est le plan passant par A et de vecteurs directeurs T et ﬁ . (ils ne sont pas colinéaires)
r—1 2 -3
— 3
Done M € Py <= [AM, T, AB] =0 = |y+2 3 9| =0+ —60—Ly+15:+ 4 =
z+1 1 1

Une équation de P, est —6z — %y + 152+ 431 =0

Exercice 6.
(a) |2 =1[1;6]|
D’apres les informations de I’énoncé : P(« le dé tombe sur la face k ») = kP ({1}).

6

Or ZP(<< le dé tombe sur la face k ») = 1, donc ZkP({l}) =1.

Or ZkP (1)) = P({1}) x 27

Donc P({l}) =
Donc |pour k € Q, P({k}) =

— 21P({1}).

(b) P(<on tombe sur un nombre pair ») = P(< on tombe sur 2, 4 ou 6 >)

=P({2}) + P({4}) + P({6})
=Z+5+5

4
7

(@) [Q=[16]]
PW{2});=PV{4})=:P%{6})etfﬂ{l})=:PW{3})=:PW{5})

Donc ZP({k}) = 3P({2}) + 3P({1}), et cette somme vaut 1.
Or P({2}) = 2P({1)),

Donc 9P({1}) = 1 donc P({1}) = ¢
Donc P({2}) = 2

Finalement, [P({2}) = P({4}) = P({6}) = 3 et P({1}) = P({3}) = P({5}) = }
— PN +PGN+P{0) =2+ 4+2= 3|

(b) P(< le résultat est supérieur ou égal a 4 )



