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CORRECTION DU DEVOIR MAISON N°© 10

Exercice 1.
1. On appelle P(n) la propriété v, € [0,2].

Initialisation : pour n =0, vy =1 € [0, 2] donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.
On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire vy € [0, 2].
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire vi4; € [0, 2].

Par hypothese, 0 < Vg < 2
2 < w42 < 4 (onaajouté 2)
V2 < Vg +2 < V4  car la fonction va est croissante sur [0, +00]
0 < V1 < 2 car \/5 >0

Donc P(k + 1) est vraie.

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que ‘Vn € N,v, €[0,2] ‘

n(n+1)(2n+1)
G :

2. On appelle P(n) I'égalité : 252
Initialisation : montrons que 73( ) est vraie.
n

PournzO,Z€2:02:0
=0
(n+1)(2n+1) _ 0(0+1)(2x0+1)
Et ™ ) n _ € 0.
Donc la formule est vraie pour n = 0.

Hérédité : Soit k£ un entier naturel quelconque fixé.
k(k+1)(2k+1)

k
On suppose que P(k) est vraie, c’est-a-dire ZEZ =

£=0 6
k+1
E+D((E+D)+1D)2Kk+1)+1
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire ZEQ = (k+ D((k+1) —E )R+ + )
=0
k+1
On sait que 282 ZEZ (k+ 1
=0
k+1

Donc, en utilisant ’hypothese de récurrence, on établit que : ZEQ = w + (k+1)2

:(k+1)( ROk 4 (4 1)
— (k+1)k(2k+l)+6(k+1)
- (k+1)%

Or (k+1)+1)(2(k+1)+1) = (k+2)(2k + 3) = 2k? + 3k + 4k + 6 = 2k? + Tk + 6.

Done kilﬁ P EDEELD Y _ kDD L DEEED D (onp

6 6

n(n+1)(2n+1)

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que |Vn € N, ZEQ

* 3. Pour tout n plus grand que 1, on définit la propriété P(n) : Vo > —1, f™(z) = (=1)"+! x (2;1%22%

Initialisation : Montrons que P(1) est vraie, c'est-a-dire f'(z) = (—1)!T! x 2xU(z_1)

Pour dériver f, on utilise la formule du quotient (“)/ = %

f/( ) 2z(z+1)2— (a2 +1)x2(z+1) _ 2oc(a:+1)—(x2+1)><2 222 4920—222—2 _ 2(z—1)
(z+1)4 (z+1)3 (z+1)3  (z+2)3"

Or (-1)'*1 x % =1 2?;(:)_31) donc I'égalité est vraie.
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Hérédité : Soit k£ un entier naturel plus grand que 1 quelconque fixé.

On suppose que P(k) est vraie, c’est-d-dire f*)(z) = (—=1)F*1 x (Z:Jr(f);fé

2(k+1)(z—(k+1
(_1)k+1+1 x A (—;le()k-k(l-!——gi))

On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie, c’est-a-dire f#+1)(z) =

Dérivons f*) donnée la formule de 'hypothése de récurrence.
On utilise encore la dérivée du quotient.
) ! k42 _ okl(g — k+1
FOU () = (—1)F+ 2k! x 1(z + 1) 2k (x kk) X (k+2)(z+1)
(-’L"i‘ 1)2( +2)
(1) 2k (z+ 1) — 2kl (x — k)(k+2)
(I+ 1)k+2+1
_ (—1)HH 2k (z +1— (x — k)(k+2))
(z + 1)k+2+1
Or 2k (z+1—(x—k)(k+2) =2k (:B+1—/-cx+k‘2—2x+2k)
=2k((=k — Dz + (k+1)?)
=2kl(k+1)(—z+ (k+ 1))
—2(k+ 1)l (z— (E+1))

.. —1x2k+1D)(z—(k+1 (x—
Ainsi, fFH)(2) = (—1)F! ((a: T 1))1£+1+2( ) = (=1 x % CQFD

(on a simplifié par (z + 1)¥+1)

Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que :

Vn > 1,¥z > 1, f(z) = (1) x 2

Exercice 2.
1 5
L l+n+n+n*+n'= 7L
s 5 s .
Or n° = (ezT> =55 = T = 1,

Donc‘1+77+7]2+773+7]4:0‘.

Donc en particulier, Re (1+17—|—772—|—773+77) 0.

Or Re(1+n+n*+n*+n*) =Re(1) + Re(n) + Re (n*) + Re (n?
—1+cos(2§r)4—(:03(47r

Or cos(ﬁg)—cos(Z . :COS(‘%).

De méme, COS(

5 ) 5
Ainsi, |1 + 2cos (%’r) + 2cos

o
vd
+

Q

@]

»n

—~
W\S’

+ SN—"

2. cos (45“) = cos (2 X %”) = 92c0g2 (27r) 1|
Donc 1 + 2 cos (%) + 4 cos? (%’r) — 2 =0 soit 4 cos? (2%) + 2 cos (%’r) —1=0.

Autrement dit, | cos (25” ) est solution de 1'équation 422 + 2z —1 =0/

3. Pour I'équation 422> +22 —1=0:
A=22-4x4x(-1)=20=(2V5)%

Les solutions sont 1 = _2_82\/5 - —11\/5
et x9 = %\/g.
x1 < 0 mais cos (%) > 0 donc | cos (%ﬂ) _ _11—\/5 '
*4, cos(2Z) = 2cos?(F) — 1 donc cos?(Z) = £ (cos(2Z) + 1)

5
Donc cos®(F) =1 ( IZ\/E + 1)
1
2
3

_ % 3+4 5
+v5
8
De plus, cos(%) > 0 donc | cos(f) = % :

Exercice 3.
1. sin(z) = § cos(4z) — 1 cos(2z) +

oolw
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2. Ici a(z) = sin*(z) = § cos(4a) — 1 cos(2z) + 2
donc on peut prendre A(z) = 45 sin(4z) — 1 sin(2z) + 2z.
Les solutions de I’équation différentielles sont les fonctions y de la forme
y:x— Aexp (—g5sin(4z) + § sin(2z) — 2z).

Exercice 4.
1. Sur ]| —o0,1[, (E) <= 1¢ — %y: f:”;
e équation homogene : a(x) = —ﬁ donc on peut prendre A(z) = In(|1 — z|) et donc A(x) = In(1 — x)
(car z < 1).
Alors e=A@) — g=In(1—z) — _A_

—_

_:E.
DoncSH:{x»—)ﬁH\ER}.

Z‘
—T

—

e solution particuliere : recherche sous forme y(z) =
e
/\(x)+(1() AMz)  _ N(=)

(variation de la constante).

._\

x)2 (1I—x)(1—2) 1-x

Donc 3/ (x) — ﬁy(x)

Or on veut y'(z) — =y(z) = & (x) =e ™.
Donc on peut prendre A(z) = —e™% et y,(x) = _f:;.
e solution générale : les solutions sont les fonctions de la forme |y : z — ﬁ — f:g; avec A € R|.
2. (a) f(x)= _(1 zr) =2 ; donc c’est une solution de (E) (obtenue pour A = 0).
De plus7 f( ) = 60((}771) = —1.
Le probléeme (E) avec la condition initiale y(0) = —1 est un probleme de Cauchy donc il a une
unique solution, donc c’est f.
‘ f est I'unique solution de (E) satisfaisant & la condition initiale y(0) = —1 ‘
(b) e en —co : lim e*(x — 1) =0 par le théoréme des croissances comparées.
T——00
De plus, e®(x — 1) < 0 pour x < —1 donc par inverse, | lim f(x) = —o0|.
T——00
ecnl:lime’(x—1)=0ete”(z—1) <0 pour z <1 donc par inverse, | lim f(z) = —oo|.
z—1 z—1
eflr—1)+e* x1 xe®
(€) fllay= S DFexl_ et
(e*(z —1)) (e*(z — 1))
Cette expression est du signe de —z car e* > 0 et un carré aussi.
z —00 0 1
f'(x) + 0 - I
Donc -1
f(z) / \
—00 —00

Exercice 5.
1. D’apres le principe fondamental de la dynamlque md = F '+ F avec F '+ la force de frottement, et F

la force de gravité. Alors @ = a} r+ F (avec ay accélération die aux frottements).
En prenant les composantes sur z, avec les indications de 1’énoncé, on obtient 2z = —vz' — Q?z, soit

2y 4+ Q% = O‘.

2. L’équation caractéristique est r2 4+ yr + Q2 = 0.
Alors A =42 — 402 = (v — 2Q)(y + 29).
Puisque v et € sont positifs, et que v > 20, on a A > 0, donc I’équation a deux solutions réelles :

—W\F

r =

< 0 car le résultat de la racine est positif
ro = %T\F et A < ~2 car 40% > 0, donc par croissance de la racine carrée, et comme vy > 0,

on a VA < 7 donc ry < 0.
Donc |les deux solutions sont négatives |.
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Alors | z(t) = Ae™! + Be™! avec A et B deux constantes réelles |.

Puisque 71 et ry sont négatifs, t — €™ et ¢t — €"2! sont monotones et tendent vers 0 en +oo, donc les
grains de poussiere, tout en tournant autour de 1’étoile centrale, ont tendance & se rapprocher du disque
et se stabiliser dans le plan du disque.

3. Alors A est strictement négatif (v et £ sont toujours positifs), donc les racines sont complexes.
—+id
R

Et il existe & tel que (i6)* = A, alors les racines sont rq = =~ D et ry =

Les solutions réelles de ’équation différentielle seront donc les fonctions de la forme :

2(t) = e 2! (Acos(0t) + Bsin(dt)) avec A et B constantes réelles |
La partie entre parentheses est une fonction qui oscille autour de 0, et cette oscillation est amortie par
I’exponentielle négative e 3t
Donc les grains de poussiere vont osciller au-dessus et au-dessous du plan du disque mais avec une

amplitude de plus en plus faible jusqu’a se stabiliser dans le plan du disque.
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