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MATRICES.
Exercice 16.
Partie A

2 0 2 4 0 4

1. =2 0 2]etP=0*xJ=[4 0 4

2 0 2 4 0 4
2k—1 0 2k—1
On va montrer par récurrence que pour tout k > 1, J¥ = [ 2F=1 0 2k-!
Qkfl 0 2k71

Initialisation : pour k = 1, J' = J et 2"~! = 2° = 1 donc 1a formule est vraie.

Hérédité : Soit p un entier fixé quelconque mais supérieur ou égal a 1.

o=t o 2r-t
On suppose que la formule est vraie au rang p, c’est-a-dire J? = | 2P=1 (0 2°r~!
or=1 o or-t
2r 0 2°
On va montrer qu’elle est vraie au rang p + 1, c’est-a-dire JP™1 = [ 27 0 27
2r 0 2
=1 v
On sait que JP*! = J x JP, donc par hypotheése de récurrence, JPH = J | 2271 (0 277!
or=t g or-t
1 01 or—t g 2r-!
=11 01 or=1 g or-t
1 01 or-1 g or-t

) I
=27t 42070 0 2r 7t 42!
op—1t pop=1t (o op71 4 op-l
Or 2771 4 21 =2 x 21 = 2r,

2r 0 2°
Donc JPtt = |27 0 27 |. CQFD
2r 0 2°
2k71 0 2k71
Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que | pour tout k& > 1, J* = | 2871 0 2k-!
2k—1 0 2k—1

2. Enposanta=2etb=1 onaal +bJ =21+ J=A. Ainsi, [ A=21+J

4n — on
3. Pour tout n € N*, on définir la formule P(n) : A" =2"] + (2 ) J.

2
Initialisation : pourn =1, A' = A, et 2! =2, et 41521 =5 =1,

donc 27 + g41_21 J=21+J=A:P(1) est vraie.

2
Hérédité : Soit k'un entier naturel > 1 quelconque fixé.

4k __Qk
On suppose que P (k) est vraie, c’est-a-dire A¥ = 2F[ + ( 5 ) J.
On va montrer qu’alors, P(k + 1) est vraie.
4k — ok
2

AR = A x Ak = (21 + J) x <2’“I + < J) (par hypothese de récurrence et 2.)

gk — ok 4k — ok
:2x2k12+2< 5 IJ+25J1 + 5 )J2

= 2MFI] + (4F — 2F)J + 2% ] + (4F — 2%)J (car J? = 2J)
= 2T 4 (2 x 4k — 2K) ]
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4 x 4k — 2 x 2k
= 2F1T + ( 5 J
4ks+1 _ 2k+1
=2MIT + ( 5 ) J  CQFD
. - , 4 — 2n
Conclusion : Le principe de récurrence permet d’affirmer que |Vn > 1, A" = 2" + 5 J|.
T 0
n qn_9on on qgn_9on 4n4on n 4” — 2” 4” — 2'!1,
4. Comme 2" + 5= =2x 5 + 5= =", ona|A" = 5 on 5
gqn Z 9n 0 4m nd on
2 2
Partie B

49 — 20 1—-1
1. A" =1, et 207 + < 5 ) J =11+ (T) J = I donc la formule est vraie pour n = 0.

2. Avec la méthode du pivot de Gauss, on a A est inversible et | A™! =

4m — 2 4=t — 21
3.Pourn:—1,2”1+< 5 )J:21]+(—)J:%]—%.

< R
I oores
00 |00 | =
o= O
wies ||
00 | =00 |

3 1
3.0 -1
1 1 4 1 3 8 8
Or—-—-=-—-=-,d ir-ly=(-%1 1 1) =41
T s=3 g g doncs 5 N (2) J
8 8
Donc |la formule est vraie pour n = —1 ‘
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