TSI 1 lycée Monge 2019-2020 Fonctions 6 - Cours
LIMITES DE FONCTIONS.

l. Limites, définitions et propriétés

1) Voisinages
) Vocabulaire :
o Si I =]2;+00], 2 et +o0 sont les extrémités de I ou les bords.
e Soit f une fonction définie sur un intervalle I a valeurs dans R. Soit ¢ un élément de I ou une extrémité
de I. On dit que f vérifie une propriété sur un voisinage de a lorsque cette propriété est vraie sur :

— un intervalle de la forme INJ]a — d;a + [ lorsque a est un réel : L RN
— un intervalle de la forme IN] — oo, A] lorsque a = —o0 : 4
— un intervalle de la forme I N [A; 4o00[ lorsque a = +00 : 4

\

Remarque : la notion de voisinage (notamment voisinage de +00) est a rapprocher de < a partir d’un certain
rang > pour les suites.

Exemples :
e La fonction f définie sur I =]0; 400 par f(x) = % — 0,1 est négative au voisinage de +oc.
En effet, pour tout z de [10; +oo], f(z) < 0.

e La fonction In est positive au voisinage de 2.
En effet, pour tout = €]1;3[, In(x) > 0 (correspond & la définition avec 6 =1 : |1;3[=]2 — 1;2 + 1] et est
inclus dans I’ensemble de définition de In).
e La fonction g définie sur R par g(z) = 22 — 1 est supérieure & 10 au voisinage de —oo.
En effet, pour z < 5, g(x) > 10.
2) Limite finie
Définition.
Soient f une fonction définie sur un intervalle I, et a dans I ou un bord de I. Et soit £ un nombre
réel.
On dit que f admet ¢ pour limite en a lorsque pour tout ¢ strictement positif, | f(z) — ¢| < & sur un
voisinage de a. Autrement dit :
x siaestunréel : Ve >0, 30 >0, x € IN]Ja—d;a+ [ = |f(z) — ] < e.
xsiaest —oo:Ve >0, JA€R, z € IN] —00,A] = |f(z) — /] <e.
x siaest +oo:Ve >0,JAe R,z € IN[A, +oo[= |f(z) — ¢ <e

On note alors lim f(z) = ¢ ou f(x) — L.
r—ra Tr—ra

Interprétation graphique :
lim f(z)=1¢:
r—a

€+€ _______ 4

/\\ ______ >~ D\

— \
a—90 aa+o l—ep————————— _\\\\\W

Une marge ¢ étant fixée autour de £, on a pu
trouver § pour que, lorsque x est entre a —
et a + 6, f(z) soit dans la bande entre ¢ — ¢ et
0+ ¢ (pas dans la zone barrée).

Une marge ¢ est fixée, on a pu placer un nombre
A tel que, lorsque = est supérieur a A, f(x) soit
dans la bande entre { — e et £ + ¢.
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On observe dans le cas ou = tend vers +o0o que la droite horizontale de hauteur £ est tres proche de la courbe
lorsque z est tres grand :
Définition.
Lorsque lirf f(xz) = £, la droite horizontale d’équation y = ¢ est dite asymptote a la courbe
T—>r+00

représentative de f en +oo.

Exemple de limite finie : soit f définie sur RY. par f(z) = 2z sin ()
Montrons que lim f(z)=0.

sin est bornée par —1 et 1 donc pour tout z, |sin (1) < 1, donc |f(z)| < 2|z|.
Soit € > 0.
Justifions qu’avec § = 5, la définition de lir% f(z) = 0 est bien satisfaite :

T—

Vz € RGNJ0—0;0+6[, on a [z[ <0 < §, donc Vo € RTNJ0—5;0+0[, |f(z)] <25 <e. CQFD

3) Limite infinie

Définition : la limite est +oo.

Soient f une fonction définie sur un intervalle I, et a dans I ou un bord de I.

On dit que f admet +oo pour limite en a lorsque pour tout réel r, f(z) > r sur un voisinage de a.
Autrement dit :

* siaestunréel : Vr e R, 30 >0, z € INJa—d;a+ [ = f(x) >r

xsiaest —oo:VreR, JAeR, z € IN] —00, 4] = f(x) >r
xsiaest +oo:VreR, JAeR, z € IN [A;+oo[= f(z) > .

On note alors li_r)n f(z) = +o0 ou f(x) — oo

Définition : la limite est —co
Soient f une fonction définie sur un intervalle I, et a dans I ou un bord de 1.

On dit la limite de f en a est —oo lorsque pour tout réel r, f(x) < r sur un voisinage de a.

Autrement dit :
*x siaestunréel : Vr € R,30 > 0,z € IN]a —d,a+ 6] = f(z) < 7.

xsiaest —oo:VreR, JA€R, z € IN] — 00, 4] = f(x) <r.
* siaest +oo:Vr € R, 34 € R, xe[ﬂ[A—i—oo[ flz) <.
On note alors lim f(z) = —oc0

r—a

Interprétation graphique :

lim f(z) = -0
lim f(z) = 400 rteo \Q

r—ra

T3 G aTo N
Le seuil de hauteur r étant fixé (aussi haut que Le seuil de hauteur r étant fixé, on a pu trouver
lon veut), on a pu trouver un petit intervalle un réel A tel que lorsque = est plus grand que A,
autour de a pour lequel toutes les valeurs de les valeurs de f(x) sont plus petites que le seuil r
f(x) sont au dessus du seuil (pas dans la partie (pas dans la partie barrée).

barrée).
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Définition.
Lorsque lim f(z) = 400 ou —o0, la droite verticale d’équation x = a est dite asymptote a la courbe
Tr—a

représentative de f.

4) Limite a gauche, a droite, continuité
Définition.
Soit f une fonction définie sur I et a un point de I ou une extrémité de I (mais ni +0o ni —oco).
e On dit que f admet une limite a gauche en a si la restriction de f a IN]— 0o; a[ admet une limite

en a. Cette limite est alors notée lim f(z) ou lim f(z).
T—a~ Iz?)la

e On dit que f admet une limite a droite en a si la restriction de f a IN]a; 0o admet une limite
en a. Cette limite est alors notée lim f(x) ou lim f(x).
T—ra

z—at =
Exemples :
.1 .1

o lim —=+4ooet lim — = —o0.

z—0tT T z—0~" T —
e lim |z| =1 car, la partie entiére restreinte a | — 0o, 2] vaut 1 au voisinage de 2.

2~ —

Mais lim+ |x| = 2 car la partie entiere restreinte a ]2; +oo[ vaut 2 au voisinage de 2.

T—2

-4
—,~

2= — « 27F

Propriété.

Si liga f(z) = b, alors lim+ f(z)= lim f(z)="b. (b étant un nombre fini, ou +00 ou —o0)
T—a r—ra T—a—
Propriété et définition.
Soit f définie sur [ et a € I.
e si a est la borne supérieure de I (autrement dit I =| - ,a] ou [-,a] ) :
lim f(z)=1/¢
lim f(z) =0 < { z—a- .
o Fla) = ¢
e si a est la borne inférieure de I (autrement dit [ = [a, -] ou [a, - [ ) :
lim f(z) =1/
lim f(:E) =/ = z—at .
o fla) =
lim f(z)="/¢
Tr—a
e si a n’est pas au bord de [ : lim f(z) = <~ lim f(z)=1¢ .
. NETT T—a z—at
(autrement dit a a Uintérieur de I) Fla) =1
On dit que f est continue en a si elle admet une limite finie en a,
autrement dit si lim f(x) = 1im+ f(z) = f(a).
Tr—a— T—a

Remarque : dans le cas ou la fonction est continue, la limite est nécessairement f(a).

Exemples :
e La fonction partie entiere n’est pas continue en 2 (car d’apres les limites calculées plus haut).
Mais elle est continue a droite en 2, en effet lim+ x| =2et [2] =2
T—2

e La fonction valeur absolue est continue en O :

*x pour <0, |z| = —z donc lim |z|= lim —x =0
z—0~ z—0~
* pour z > 0, |z| = x donc lim |z| = lim z =
z—0t xz—0+
* et [0] =0.

(plus de détails sur la continuité dans un prochain chapitre Fonctions 7 - Continuité)
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5) Propriétés des limites

Propriété.

e Si f admet une limite en a, alors cette limite est unique.

e Si f a une limite finie en a, alors f est bornée au voisinage de a.

e Si f a une limite strictement positive en a, alors les valeurs de f sont positives dans un voisinage
de a.

e Si f et g sont deux fonctions telles que f(z) < g(z) au voisinage de a et telles que il_rg f(x)="1et

li_r>n g(z) =1 alors £ < ¢’ (propriété dite du < passage a la limite ).
xX a

Il. Déterminer les limites

1) Opérations
Les regles d’opérations sur les limites ont été déja vues dans le chapitre Fonctions 1F - Limites : & revoir!

Ny
_‘@’_ Rappel des formes indéterminées : <0 X 00>, <00 —00>», « 2>, < % >.

Rappel de la regle de l'inverse :

N 1
I@i lorsque lim f(x) =0 : % si f(z) > 0 au voisinage de a, alors lim —— = 400
-\~ z—a T—a f(x)
* si f(z) < 0 au voisinage de a, alors lim —— = —o0
z—a f(x)
Composition de deux fonctions :
Théoréeme.
v . .
T u(z) —> v(u(x)) Si ign u(x) =4y et )}1_)1(1}1 v(X) = 0s,
/X U(SAX) alors lim v(u(ac)) = lim v(X) = /.
61 EQ T— X—=4

1
Exemple : lim \/> +27
r——+00 x

1 1
on pose u(z) = —, alors Ju(z) +2 = \/>+ 2. (autrement dit v(x) = \/z + 2)
x x

1
lim wu(x) =0et lim VX 4+ 2 =2, donc par composition, | lim {/—+2= lim vX +2=2
X—=0 X—=0

T—+400 T—r+00 x

Composition d’une suite par une fonction :
Propriété.
Si (up) a pour limite a et si lim f(x) = ¢, alors (f(uy)) a pour limite /.
r—a

En particulier si (u,) converge vers a et que f est continue en a, alors (f(u,)) converge vers f(a).

Cette propriété est tres utile dans le cas des suites récurrentes u,+1 = f(uy) (comme vu dans I’exercice 7.
du chapitre Suites 2), ou pour montrer qu’'une fonction n’a pas de limite (voir un exemple d’utilisation dans
Pexercice 2.).

2) Limite par comparaison
On rappelle les théoremes suivants (déja vus pour les fonctions, et revus adaptés aux suites) :

Théoréme d’encadrement (ou des gendarmes).
f, g et h trois fonctions définies sur un méme intervalle I, avec au voisinage de a : f(x) < g(x) < h(z).

On suppose que lim f(z) = lim h(z) = ¢, alors lim g(z) = £.
T—a r—a T—a
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Théoreme de limite par comparaison.

f et g sont définies sur un méme intervalle I, et au voisinage de a, f(z) < g(z) :

* si lim f(z) = 400, alors lim g(z) = +o0
Tr—a Tr—a

* si lim g(z) = —o0, alors lim f(x) = —oco
Tr—a r—a

3) Cas d’une fonction monotone

La encore, une analogie tres forte avec le théoréeme de la limite monotone pour une suite.

Théoréeme de la limite monotone.
Soit un intervalle I =]a,b[, a et b pouvant étre réels ou infinis.

A
e si f est croissante : Sty Bttt
. —00 si f n’est pas minorée
lim f(x) =< . . .
xaaf( ) { inf{f(x),z € I} si f est minorée a .
lim f(z) = 400 si f n’est pas majorée
z—b | sup{f(z),z € I} si f est majorée f croissante sur Ja, 4-00],
majoreée et non minoreée
e si f est décroissante :
: 00 si f n’est pas majorée
lim f(z) = + . ! bas a)
T—a sup{f(z),z € I} si f est majorée

—00 si f n’est pas minorée
inf{f(x),z € I} si f est minorée

in () = {

r—b

4) Comparaison de fonctions

Il s’agit ici d’étendre aux fonctions les notions de négligeabilité, domination et équivalence, vues sur les
suites.

a. relations de comparaison

Définition.

Soient f et g des fonctions définies sur I, soit a dans I ou une extrémité de I.
On suppose que g ne s’annule pas au voisinage de a (sauf éventuellement en a).

. ’ . . . €T 7’ . .
e f est dominée par g au voisinage de a si % est bornée au voisinage de a.

On note f(x) = O(g(x)) : < f est un grand O d ¢ au voisinage de a >.

e f est négligeable devant g au voisinage de a lorsque lim (f(:n)) = 0.

z—a \ g(x)
On note f(x) = o(g(x)) : < f est un petit o de g au voisinage de a >.
r—a

x
o f et g sont équivalentes au voisinage de a si lim <f()> =1
z—a \ g(x)

On note f(x) o~ g(z) ou f ~ 9.

Exemples :
. 1
ez = o2?) car lim = lim —=0
Tr—+00 Tr—+oco I T—+oco I
2
e 72 = o(x) car lim — = limx =0
x—0 z—0 T z—0
; Pour les fonctions, impérativement préciser z — ...
. Deux fonctions équivalentes au voisinage de a ont la méme limite en a.
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b. comparaisons usuelles

puissances, polynomes, fraction rationnelle :

fonctions usuelles : |sin(z) ~ = ; 1—cos(x)

e Pour tous réels av et B |avec a < B:2® = o(zP) et 27 = o(z)]
r—+00 z—0

e Un polynome est équivalent en oo a son terme de plus haut degré.
e Une fraction rationnelle est équivalente en oo au quotient des termes de plus haut degré du numérateur
et du dénominateur.

2
= tan(x)x:Om ; ln(l—l-x)xf:\ox ; ex—lxzox

~Y
x—0 z—0

croissances comparées : « et (3 réels strictement positifs, et a > 1.

C.

iai . a B 8 _— T a T
Au voisinage de +oo : | (In(z)) et o(z”) et x et o(a®) et (In(z)) s o(a")|.
Au voisinage de 0 : | (In(2))* = o(Z5)|  (autrement dit lim 27 (In(z))® = 0)
z—0 z z—0
Au voisinage de —co :|a® = o(Z)| (autrement dit lim a*z? =0)
T——00 z T——00

équivalences, négligeabilité et opérations

Dans ce paragraphe, toutes les fonctions sont définies sur un méme ensemble I, et on suppose que a est un
nombre de I ou un bord de 1.

On suppose également qu’elles ne s’annulent pas au voisinage de a.

Alors

Sig(z) = o(f(z))alors f+g~f.

r—ra

Produit, quotient : . o — fixX forvgiXgy et L
’ ' f2 ~ g2 a fo q 92
a

frge= fxh~gxh en particulier avec une des
a @ deuzx fonctions constante :

En particulier
f@) = olg(x) <= [@)hx) = olg()h(x)|  fi~ g1 A~ A,

Puissance a avec o € R* : (on suppose de plus f & valeurs positives au voisinage de a) | f ~ g = f* ~ g% |.
a a

Somme avec méme équivalent : « et 5 sont des réels
fi~ag

faeBg = fitfary (@t P)g
a+8#0

Changement de variable : ici y est une fonction & valeurs dans I

{ lim y(z) =a

o = fly(@)) ~ g(y(z))

f~g T—T0
a

1

=) en +o0.

Exemple de changement de variable : pour trouver un équivalent de sin(

. 1 . . 1 1
xgrfoo o= 0 et sin(z) s donc sin (1) eti+

Domination et équivalence :
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fi~u
a

Jfor~w
a

En particulier

— fi@) = olfx))

ulz) = o(u(x))

f~u
u(z) = o(v(z))

Tr—a

En effet, % ~ % donc :
2 g U

. fi(x) — lim u()
R~ o)

=0 car u(z)

Exemple : cos(x) —1 ~ —z e

donc cos(x) — 1 = o(x).
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