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FAMILLES DE VECTEURS DE R"

Rappel : le rang d’une matrice €St ... ...ttt

Introduction en dimension 2 : dans le plan, deux vecteurs ui et ub sont colinéaires lorsque ..............

QUI SE tTAdUIL AUSST PAT .« .\ttt .

On note LT{ = (:El), et us = <x2>
Y1 Y2

— . . =0
Alors auf + B@ = 0 se traduit par le systeme { axy +

ay1 + Py = 0

Donc les vecteurs ne sont pas colinéaires si et seulement si (0,0) est la seule solution du systéme.

Or (0,0) est toujours une solution de ce systeme.

Donc les vecteurs ne sont pas colinéaires si et seulement si le systéeme a une unique solution, autrement dit

o $2> est de rang .. ..
Y1 Y2

la matrice <
On rappelle que 2 vecteurs non colinéaires forment une famille libre, et 2 vecteurs colinéaires forment une
famille liée.

On peut donc résumer (et généraliser) ce qui précede : 2 vecteurs forment une famille libre si et seulement
si la matrice formée par les coordonnées de ces vecteurs en colonne est de rang 2.

l. Vocabulaire d’algebre linéaire.

Un élément de R™ est appelé vecteur, on peut le noter en colonne, ou en ligne, par exemple pour un vecteur

2
de R?, o = 3 ,ou7:(2,%,—3).
3 0
— — 0
On note 0 (ou simplement 0), le vecteur nul : 0 =
0

Nous pouvons ajouter deux vecteurs, et les multiplier par un nombre, tout comme avec les vecteurs du plan
ou de l'espace. Le nombre que ’on multiplie s’appelle le scalaire.

-3 n o /[
Par exemple, si 7 = (1) et U = (1) v+ =" et 3U — 40 =
VT o/ ...

(3 et —4 sont des scalaires)

Etsiw=(0,1,4) et Z =(2,-1,V/2),ona —wW+37 =...

Une famille de vecteurs est une succession de vecteurs, par exemple avec Wet 7 ci-dessus, qui sont des
vecteurs de R3, alors F = (W, Z) est une famille de deux vecteurs de R.

Définition.

Soit F = (17{, us, ... ,17;) une famille de vecteurs de R", et A1, Aa,..., A\, des nombres de R.

e On appelle combinaison linéaire de F tout vecteur de la forme MUt 4 Aotih + ... + )\pzT;.
e L’ensemble des combinaisons linéaires d’une famille F est noté Vect(F) :

p
Vect(F) = {Z Aeith | (A1, Ag, .oy Ap) € RP}.
k=1

1/3



TSI 1 lycée Monge 2019-2020 Algebre et géométrie 6 - Cours

I1. Familles libres

Définition.

Soit p € N* et F = (17{, us, ... ,17:0) une famille de vecteurs de R".
e La famille F est libre lorsque llz)m seule combinaison linéaire égale a 0 est celle dont tous les coeffi-
. ) _ N
cients sont nuls : si Z Mo = 0 alors Vk e [1,p], A = 0.

k=0

e Si F n’est pas libre, elle est dite l3€e : . ... i .

Cas particuliers :
* deux vecteurs forment une famille libre si et seulement si
* trois vecteurs de I’espace forment une famille libre si et seulement si .................................. .

1 —1 0
. -1 2 . .
Exemple : soient u = 9 et uh = 0 et 173 = i . La famille (17{, 272, 173) est-elle libre ?
—2 0 1
Propriété.
Soit (uf,u, . .., u,) une famille de vecteurs de R™.

On note A la matrice dont les p colonnes sont les coordonnées des vecteurs.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) la famille (17{, ub, ... ,u_;,) est libre;
(ii) le systéme homogene AX = 0 a pour seule solution (0,0,...,0);
(iii) le rang de A est p (autrement dit : le nombre de pivots est le nombre de colonnes).

Ay
>(O~ Meéthode : pour savoir si des vecteurs forment une famille libre ou liée, on peut échelonner (avec pivot de

Gauss) la matrice formée par les vecteurs en colonnes, et compter le nombre de pivots : s’il y en a autant

que de colonnes, la famille est libre, sinon elle est liée. 2/3
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l1l. Familles génératrices

Définition.
Soit p € N* et F = (771, us, ... ,IT;) une famille de vecteurs de R".
La famille F est génératrice de R" si et seulement si Vect(F) = R", c’est-a-dire :

Exemple : la famille formée par i = <1>, b = <3> et uh = <é> est génératrice de R2.

1 2
Preuve :
Propriété.
Soit (171, s, ... ,u—;) une famille de vecteurs de R"™.

On note A la matrice dont les p colonnes sont les coordonnées des vecteurs.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) la famille (uf,ub, ... ,@) est génératrice de R"™;
(ii) pour tout B de R", le systeme AX = B est compatible;
(iii) le rang de A est n (autrement dit ...

~ Meéthode : pour déterminer si une famille est génératrice de R™, on peut échelonner la matrice formée
- des vecteurs en colonnes, et compter le nombre de pivots : s’il y en a autant que de lignes, la famille est
génératrice, sinon elle ne ’est pas.
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